Déformation d’une plaque mince : effet (1) des contraintes de surface et (2) d’une force concentrée sur une ligne (forces capillaires)
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Une plaque élastique très mince devient aisément déformable, même sous l’effet de forces généralement considérées comme faibles, telles que les contraintes de surface ou les forces capillaires. Nous nous plaçons dans le cadre de la théorie non-linéaire de von Kármán (déformation finie, flexion et étirement couplés).

Les équations du problème élastique comportent (1) des équations à l’intérieur de la plaque et (2) des équations au bord de la plaque. En présence d’une courbure de la plaque, les contraintes de surface (uniformes, sur chacune des deux faces de la plaque) produisent un terme de pression normale à la plaque ─ analogue à celui de l’équation de Laplace, pour une interface fluide-fluide ─, dans les équations à l’intérieur de la plaque. Mais les contraintes de surface interviennent également dans les équations au bord de la plaque. Ce dernier cas est bien illustré par la courbure et la compression (dans le plan de la plaque) produites dans une plaque à bord libre, soumise à des contraintes de surface différentes, sur ses deux faces.

A une ligne triple de contact de la plaque avec deux fluides immiscibles, la tension de surface fluide-fluide est une force concentrée sur cette ligne triple, qui produit des singularités dans la déformation de la plaque. Ainsi, en appelant « horizontal » le plan de la plaque non déformée, la composante horizontale de la tension de surface fluide-fluide produit une discontinuité de la dérivée première du déplacement horizontal de la plaque. La composante verticale de cette tension fluide-fluide produit une discontinuité de la dérivée troisième du déplacement vertical. Le saut du moment des contraintes de surface produit une discontinuité de la dérivée seconde du déplacement vertical. Enfin, l’équation classique de Young (qui donne l’angle de contact, mesuré dans l’un des fluides) est profondément modifiée, par la présence d’un nouveau terme, lié à l’élasticité de la plaque et aux singularités des déformations.

